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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ПЕРЕНОСА СОЛНЕЧНОГО ИЗЛУЧЕНИЯ В 
ЗЕМНОЙ АТМОСФЕРЕ. ЧАСТЬ 3 

 
Ю. Е. Беликов, С. В. Дышлевский, Ш. С. Николайшвили  

 
Представлены результаты тестирования и верификации модели переноса излучения, алгоритмы которой 

были описаны в первых частях статьи. Методика решения уравнения переноса излучения реализована в виде 
компьютерной программы, написанной на языке Фортран для ПК. Получено хорошее согласие между 
результатами, полученными по описываемой программе переноса излучения, с расчётами Ван де Хюлста. 
Максимальное отличие оптических характеристик излучения не превышает 1-4%, при этом в большинстве 
случаев отличие не превышает сотых долей процента. Также была проведена верификация модели посредством 
сравнения расчетов с другими программами (кодами). Получено хорошее совпадение результатов между 
расчётами по sN&B коду (скалярному коду Николайшвили-Беликова), и вычислениями по скалярному  
коду О. В. Постылякова (sP) на основе метода Монте-Карло и скалярному коду Розанова (sR), а также 
проведенными ранее вычислениями с использованием полного сферического скалярного кода Дэйва (sD) для 
зенитных углов от 0 до 90 градусов. 
 
КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ, ПЕРЕНОС ИЗЛУЧЕНИЯ, ТЕСТИРОВАНИЕ МОДЕЛЕЙ 

 
ВВЕДЕНИЕ 
 

Последняя  третья часть статьи посвящена тестированию и верификации модели переноса 
солнечного излучения [1—3]. Методика решения уравнения переноса излучения, изложенная в 
первых двух частях статьи, реализована в виде компьютерной программы, написанной на языке 
Фортран. Эта программа ранее проходила верификацию и тестирование [4—6], и мы здесь напомним 
некоторые результаты. В то же время в данной работе в связи с проводящимися вычислениями по 
моделированию изменения климата Арктики в результате движения магнитного полюса 
 (грант РФФИ 18-05-00812) проведенo дополнительное тестирование программы. В частности, 
показана важность учета сферичности атмосферы при больших зенитных углах Солнца, что является 
необходимым для моделирования климатических эффектов в сумеречных условиях, характерных для 
области Арктики. 

Одним из полезных тестов является сопоставление расчетов с таблицами Ван де Хюлста [7].  
В этой работе для решения уравнения переноса излучения использован метод удвоения слоев: 
расчеты первоначально производятся для очень маленьких оптических толщин рассеивающих слоев 
для которых уравнения переноса становится линейным, а затем производятся расчеты для двойной 
оптической толщины, которая в дальнейших расчетах может быть в свою очередь удвоена и т.д. При 
этом оптические толщины, для которых решается уравнения переноса излучения, могут достигать 
значительных величин. Ранее делалось сопоставления расчетов для интенсивностей рассеянного 
излучения [3]. 

В данной работе приведены более детальные сопоставления модельных расчетов с 
результатами Ван де Хюлста [7] для различных оптических характеристик излучения, включая 
средние интенсивности излучения (average) и потоки излучения (flux). Последние дают возможность 
проверить фактически полный баланс излучения (закон сохранения энергии) на границе 
рассеивающих слоев, что является одним из необходимых тестов правильности работы программы. 
Расчеты выполнены Ван де Хюлстом [7] для сферической индикатрисы. Сферическая индикатриса 



БЕЛИКОВ, ДЫШЛЕВСКИЙ, НИКОЛАЙШВИЛИ // ГЕЛИОГЕОФИЗИЧЕСКИЕ ИССЛЕДОВАНИЯ  ВЫПУСК 18, 32  – 39, 2018 
 33 

 
встречается в природе, например при переносе излучения в водородной линии Лайман-альфа в 
верхней атмосфере. Одним из авторов статьи проведены тщательные расчеты переноса излучения в 
водородной линии Лайман-альфа с помощью рассматриваемой методики и программы [6]. При этом 
тестирование программы с использованием результатов Ван де Хюлста явилось важным начальным 
этапом указанной работы. 

 
3.1. СРАВНЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЙ С РЕЗУЛЬТАТАМИ ВАН ДЕ ХЮЛСТА И 
АНАЛИТИЧЕСКИМИ ФОРМУЛАМИ 

 
В таблице 1 приведено сопоставление модельных расчетов, выполненных с помощью 

рассматриваемой математической модели переноса излучения, с вычислениями Ван де Хюлста. В 
таблице сопоставляются интенсивности рассеянного излучения, а также средние интенсивности 
излучения и потоки излучения для чисто рассеивающего слоя оптической толщиной 2, при зенитном 
угле Солнца 0 градусов (Солнце в зените). При этом единицы измерений потоков и интенсивностей 
излучения даны в единицах πF0 — потока солнечного излучения на верхней границе атмосферы. При 
указанной оптической толщине рассеивающего слоя в рассматриваемой сферической модели 
переноса излучения толщина слоя составляла 10 км, при этом основание слоя располагалось у 
поверхности Земли. Отметим, что в плоскопараллельной атмосфере [7] результаты расчетов 
интенсивностей, а также потоков излучения на верхней и нижней границах рассеивающего слоя не 
зависят от высотного положения и толщины этого слоя. Основными параметрами при этом являются 
оптическая толщина слоя и зенитный угол Солнца.  

В таблице 1 показаны также вклады различных кратностей рассеяния в интенсивность и поток 
излучения как на верхней (top), так и на нижней границе (bottom) рассеивающего слоя. Кроме того, в 
таблице приведены результаты расчетов интенсивностей и потоков излучения в многократном 
приближении (это примерно 30 кратностей рассеяния, см. далее), даны прямые потоки излучения. 
При этом полные потоки излучения на нижней границе включают прямой поток излучения. 

 
Таблица 1. Сравнение расчетов с использованием сферической модели переноса рассеянного 
 излучения с расчетами Ван де Хюлста [7]. 

 
Кратность рассеянного 
излучения на верхней 
(top) или нижней 
(bottom) границе слоя 

Ван де 
Хюлст 
 
Интенсив- 
ность 
излучения 

Расчет 
по модели 
 
Интенсив- 
ность 
излучения 

Ван де Хюлст 
 
Средняя 
интенсив- 
ность(average)  

Расчет 
по модели 
Средняя 
интенсив- 
ность 
 (average) 

Ван де 
Хюлст 
Поток 
излучения 
(flux) 

Расчет 
по модели 
Поток 
излучения 
(flux) 

1 top 0.1227 0.1227 0.1726 0.1726 0.1523 0.1524 
1 bottom 0.06767 0.06767 0.05521 0.05522 0.06151 0.06151 

2 top 0.07876 0.07877 0.09879 0.09907 0.09488 0.09395 
2 bottom 0.05696 0.05567 0.04925 0.04901 0.05406 0.05369 

3 top 0.05943 0.05698 0.06567 0.06602 0.6547 0.06511 
3 bottom 0.04699 0.04564 0.04246 0.04221 0.04591 0.04596 
All top 0.45975 0.44891 0.53533 0.53875 0.51751 0.51768 

All bottom+direct 0.35436 0.34782 0.39038 0.39142 0.48249 0.48229 
Прямой поток 

излучения 
− − 0.06767 0.06767 0.13534 0.13534 

 
Как видно из таблицы 1, результаты вычислений по модели переноса излучения с высокой 

точностью совпадают с данными Ван де Хюлста. Максимальное отличие оптических характеристик 
излучения не превышает 1—4%, однако во многих случаях отличие существенно меньше и не 
превышает сотых долей процента. 

Отметим, что сумма полных потоков на верхней и нижней границах рассеивающего слоя 
составляет единицу, что, как отмечалось, является необходимым условием, вытекающим из закона 
сохранения энергии.  

На рисунке 1 показаны сумма и вклад различных кратностей рассеяния в поток нисходящего 
рассеянного излучения на нижней границе рассеивающего слоя оптической толщины 2 при зенитном 
угле Солнца 0 градусов. Как видно из этого рисунка, метод последовательных приближений, 
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используемый в модели переноса излучения, сходится для указанной оптической толщины слоя 
примерно через 25-30 итераций, что соответствует учету этого же числа кратностей рассеянного 
излучения. Время расчета на стандартном офисном компьютере составляет примерно три часа. Для 
слоя с большей оптической толщиной 10 и более может потребоваться учет 100 и больше кратностей 
рассеяния и, соответственно, время расчетов может увеличиться до суток и более. 

Как отмечалось выше, расчеты Ван де Хюлста [7] были выполнены для плоскопараллельных 
рассеивающих слоев, в то время как в рассматриваемой модели переноса рассеяние происходит в 
сферической атмосфере. Наибольшее отличие расчетов для сферической и плоскопараллельной 
атмосферы должно проявляться при больших зенитных углах Солнца. Чтобы выявить это отличие и 
его величину был проведен еще один тест с включением больших зенитных углов Солнца. 

 

 
 

Рис.1. Сумма и вклад различных кратностей рассеяния в поток нисходящего рассеянного излучения на 
нижней границе рассеивающего слоя оптической толщины 2 с использованием сферической 

 модели переноса излучения. 
 

Согласно [9] интенсивность рассеянного солнечного излучения I1 на нижней границе 
рассеивающего слоя в однократном приближении можно выразить как: 
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Здесь F0 =F/π, где F — поток солнечного излучения на верхней границе атмосферы;  

τ — оптическая толщина рассевающего слоя; Z — зенитный угол Солнца; P(θ) — индикатриса 
рассеяния, θ — угол рассеяния. 

Эта аналитическая формула позволяет вычислить интенсивность излучения в однократном 
приближении для различных направлений визирования в однократном приближении для 
плоскопараллельной атмосферы. На рисунке 2 приведено сопоставление результатов вычислений 
согласно указанной формуле и модели переноса излучения для рассеивающего слоя оптической 
толщины 2 и зенитного угла Солнца 85 градусов. Расчеты производились для целого ряда 
направлений визирования, лежащих в плоскости солнечного вертикала. При этом угол визирования 
меняется от 0 до 180 градусов от горизонтального в солнечном направлении до горизонтального в 
антисолнечном направлении, проходя при этом зенит (рис. 2). В вычислениях предполагалось, что 
индикатриса рассеяния является релеевской, т. е. P(θ) = 3/4*(1 + cos2 θ). 

Зенитный угол 85 градусов выбран был не случайно, т. к. именно при больших зенитных углах 
Солнца начинает проявляться отличие сферической модели от плоскопараллельной. Данное 
тестирования позволяет выявить указанное отличие, определить его зависимость от угла 
визирования. 
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Как видно из рисунка 2, расчеты по модели рассеянного излучения с достаточно высокой 

точностью – в пределах нескольких процентов – совпадает с расчетами, сделанными с помощью 
аналитической формулы для направлений визирования с небольшими зенитными углами. При 
больших зенитных углах расхождение увеличивается, достигая почти порядка величины.  

 

 

 

 
 

Рис. 2. Сравнение интенсивностей рассеянного излучения при различных углах визирования в плоскости 
солнечного вертикала, рассчитанных по аналитической формуле и с помощью сферической модели переноса 

излучения. Показана относительная разница в вычислениях. Оптическая толщина рассеивающего слоя равна 2, 
зенитный угол Солнца составил 85 градусов. Индикатриса рассеяния соответствовала релеевской. 
 

3.2. СРАВНЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЙ С  РАСЧЕТАМИ ДРУГИХ АВТОРОВ ДЛЯ УСЛОВИЙ 
РЕАЛЬНОЙ АТМОСФЕРЫ 

 
Проведенные тесты позволяют сопоставить модельные вычисления интенсивностей и потоков 

излучения для различных порядков рассеяния с независимыми вычислениями, выполненными с 
большой точностью. Не менее важно провести верификацию и тестирование модели для условий, 
более близких к реальной атмосфере. Такая верификация была сделана посредством сравнения 
расчетов с другими программами (кодами). Сопоставления были сделаны ранее в работах [4—6] как в 
видимой, так и ультрафиолетовой области спектра. 

Предварительное сравнение модели было сделано в работе [4] для двух длин волн: 311.4 и 
332.4 нм (так называемая С-пара). Эти длины волн используются для восстановления озона в 
наземных измерениях Умкер-методом [10]. В этой работе сравнивались несколько численных кодов 
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Рис. 3. Относительная разность между зенитными интенсивностями неба, вычисленными с помощью 
различных кодов переноса излучения для длин волн 311.4 нм (а) и 332.4 нм (b). 

В вычислениях учтены релеевское рассеяние и поглощение озоном (350 е. д.). 
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Рис. 4. Относительная разность между зенитными интенсивностями неба, вычисленными с помощью 
различных кодов переноса излучения, для длин волн 311.4 нм (а) и 332.4 нм (b). В вычислениях учтены 

релеевское рассеяние, рассеяние на аэрозоле и поглощение озоном (350 е. д.). 
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(программ) для условий стандартной атмосферы и зенитных углов Солнца 20—90° [4]. При этом 
вычислялись зенитные яркости как для молекулярной релеевской атмосферы, содержащей озон, так и 
для атмосферы с наличием стратосферного аэрозоля. В сравнении участвовали восемь моделей: три 
полных сферических скалярных (без учета эффектов поляризации) кода, включая рассматриваемый 
код, основанный на алгоритмах, изложенных выше [3, 11, 12]; полный сферический векторный 
(включающий эффекты поляризации) код Германа [13] (vH); два псевдо-сферических векторных кода 
[14, 15]; один псевдосферический скалярный код [16] и код Ленобла, основанный на методе Монте-
Карло [16]. Все расчеты нормировались на расчеты, выполненные с помощью полного сферического 
скалярного кода Дэйва [11] (sD), представленного Ириной Петропавловских. 

Основным результатом этих сравнений стал тот факт, что отличия результатов расчетов по 
всем моделям, в том числе и рассматриваемой модели, от указанного кода Дэйва, лежат в пределах 
10—15%. 

Более детальное и полное сравнение модели [1–3] для широкой области спектра, было сделано 
в работах [5, 6]. Т. к. последние работы включают в себя аналогичные сравнения и ряд результатов 
работы [4], то мы проиллюстрируем некоторые результаты именно работы [6]. 

В сравнениях участвуют численный скалярный код, основанный на математическом аппарате 
переноса излучения, рассмотренном выше, который мы обозначим sN&B (скалярный код 
Николайшвили-Беликова), метод Монте-Карло — векторный (vP) и скалярный (sP) коды О. В. 
Постылякова, а также скалярный код Розанова (sR). 

Для сравнения были использованы стандартные оптические модели сферически однородной 
атмосферы. В моделях было определено интегральное содержание газов, аэрозоля и воздуха на 
каждом высотном уровне атмосферы. Вертикальное распределение атмосферных компонент внутри 
слоя менялось в разных кодах. Для vP и sP кодов, составляющие распределены равномерно в 
пределах каждого слоя. Для sN&B кода, предполагалось, что концентрация компонент изменялась 
линейно с высотой внутри слоя. 

Для сравнения в УФ области спектра использовалась оптическая модель атмосферы, 
рассмотренная в работе [4]. В этой оптической модели диапазон высот был увеличен до 200 км, когда 
сравнение проводилось при зенитных углах Солнца, больших 90 градусов. Для видимых длин волн 
распределение микрофизических характеристик аэрозоля было взято в соответствии с моделью [17]: 
индустриальный аэрозоль ниже 2,5 км, континентальный аэрозоль от 2,5 км до 10 км и 
стратосферный аэрозоль выше 10 км. Толщина слоев была равна 0,5 км ниже 20 км, 2 км – от 20 до 
 30 км, 5 км – от 30 до 60 км и 10 км от 60 до 200 км. Вычисления были сделаны для чисто 
релеевского рассеяния и для атмосферы с фоновым аэрозолем. 

Для сравнения были использованы стандартные оптические модели сферически однородной 
атмосферы. В моделях было определено интегральное содержание газов, аэрозоля и воздуха на 
каждом высотном уровне атмосферы. Вертикальное распределение атмосферных компонент внутри 
слоя менялось в разных кодах. Для vP и sP кодов, составляющие распределены равномерно в 
пределах каждого слоя. Для sN&B кода, предполагалось, что концентрация компонент изменялась 
линейно с высотой внутри слоя. 

На рисунке 3 и 4 представлены результаты сравнений для длин волн 311.4 и 332.4 нм. На этих 
рисунках производится сравнение с аналогичными результатами Петропавловских в виде 
нормализованной разницы между вычисленной радиацией и псевдоскалярным кодом Дэйва [9] 
(обозначение sD): (выбранный код – sD)/sD. 

Вычисления, сделанные с помощью усовершенствованного sN&B кода, а также с sP и  
sR кодами хорошо совпадают друг с другом и с проведенными ранее вычислениями с помощью кода 
Дэйва для зенитных углов от 0 до 90 градусов. Разница между векторным кодом vP и скалярным 
кодом характеризуется особенностями, рассмотренными в [6]. На рисунке 3 даны также результаты 
вычислений с помощью векторного кода Германа [13], которые проводились с большой точностью. 
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MATHEMATICAL MODEL OF THE RADIATION TRANSFER IN THE SPHERICAL HETEROPHASE 
MEDIUM. PART 3 

 
Yu. E Belikov, S. V. Dyshlevsky, Sh. S. Nikolaishvili 

 
The results of the radiation transfer model validation and verification are presented. The model algorithms were 
described previously in Parts 1, and 2. The method of the radiation transfer equation solution is implemented as a 
Fortran-based program for PC. The results of the simulation by the radiation transfer program under consideration are in 
a good agreement with the H. C. van de Hulst table values: the maximum differences for the limited number of data fall 
in the range 1—4 percent, and for the majority of data do not exceed 0.01—0.1 percent. The model verification was 
carried out also by the comparison of the calculations with some other software programs (codes). A good fit was 
obtained of the calculations by the sN&B code (the scalar code of Nikolaishvili and Belikov) with those ones by 
Postylyakov’s scalar code (sP), which was based on Monte-Carlo method, and Rozanov’s scalar code (sR). The results 
are also in a good agreement with the earlier calculations by Dave’s complete spherical scalar code (sD) for the solar 
zenith angles from 0 to 90 degrees 
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