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Сформулирована и решена задача качественной оценки функции эффективности экстинкции 

мелкодисперсного атмосферного аэрозоля в береговой зоне полученной по теории Ми. Критерием качества 

функции эффективности является достижение коэффициентом экстинкции минимума. Приведено решение 

задачи от обратного, т.е. вычислена зависимость оптимальной функции эффективности экстинкции от показателя 

распределения аэрозольных частиц и их радиуса при постоянной величине длины волны проводимых измерений 

при экспериментально установленном ограничительном условии. Определено, что вычисленная оптимальная 

функция эффективности экстинкции, приводящая к минимуму значения коэффициента экстинкции является 

фактически инверсной экспериментально полученной функции эффективности в зоне действия принятого 

ограничительного условия. На основе этого факта дана качественная оценка формулы функции эффективности 

экстинкции Ми. 
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1. ВВЕДЕНИЕ 

 

Как отмечается в работе [1], прибрежные регионы являются важным источником эмиссии в 

атмосферу антропогенного типа мелкодисперсного аэрозоля. Согласно [2] аэрозоль играет важную 

роль в энергобалансе и в гидрологическом цикле Земли путем рассеяния и поглощения оптической 

радиации. Аэрозоль также воздействует на микрофизические свойства облаков, что характеризуется 

как косвенное воздействие аэрозоля на энергобаланс в атмосфере. 

Согласно [3-10], аэрозоль береговой зоны является комплексной смесью аэрозолей, 

сгенерированной под воздействием волн и ветра, а также континентальной составляющей, являющейся 

суммой природных и антропогенных типов аэрозоля.  

Как отмечается в работе [11], аэрозоль также уменьшает видимость в области видимых и 

инфракрасных волн. В береговых зонах тип аэрозоля в морской граничной зоне во многом зависит от 

направления и длительности ветра [12]. Вышесказанное указывает на актуальность проведения 

исследований аэрозоля в прибрежных зонах. 
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В работе [11] изложены результаты проведенных исследований по изучению динамики морского 

аэрозоля в береговых зонах с использованием перестраиваемого лидара типа FLS-12. Измерения 

проводились на длинах волн 440, 560 и 670 нм. Далее воспользуемся результатами этой работы. 

 

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

 

Согласно [13], теория Ми позволяет определить поперечное сечение рассеяния 𝜎𝑆, попечечное 

сечение поглощения 𝜎𝑎 и попечение сечение экстинкции 𝜎𝑒, а также фазовую функцию рассеяния. 

Рассмотрим функцию эффективности экстинкции аэрозоля, которая согласно теории Ми 

определяется как 

 

𝑄𝑒 =
2

𝜒2
∑(2𝑛 + 1)(𝑎𝑛 + 𝑏𝑛

∞

𝑛=1

) (1) 

 

где χ – параметр размера, определяемая как 

 

𝜒 =
2𝜋𝑟

𝜆
 (2) 

 

где 𝑟 – радиус частицы;  

λ – длина волны; 

 𝑎𝑛, 𝑏𝑛 – коэффициенты Ми. 

При этом поперечное сечение экстинкции 𝜎𝑒 определяется как 

 

𝜎𝑒 = 𝜋𝑟2𝑄𝑒 (3) 

 

Интегрирование (3) в диапазоне 𝑟1 ÷ 𝑟2 дает нам коэффициент экстинкции 

 

𝐾𝑒 = ∫ 𝜋𝑟2𝑄𝑒𝑁(𝑟)𝑑𝑟
𝑟2

𝑟1

 (4) 

 

Вместе с тем, согласно [3], имеет место следующее определение 𝐾𝑒 

 

𝐾𝑒 = ∫ 𝑁(𝑟)𝑄𝑒 (
2𝜋𝑟

𝜆
, 𝑚) 𝜋𝑟2𝑑𝑟

𝑟2

𝑟1

 (5) 

 

где 𝑚 – индекс рефракции, который согласно [3] в диапазоне длин волн 0.4<λ<1.0 мкм можно считать, 

что является постоянной величиной. 

Согласно [11], для береговой зоны имеется более компактное выражение 

 

𝐾𝑒 = ∫ 𝑄𝑒(𝑟, 𝜆) · 𝑆(𝑟)𝑑𝑟
𝑟2

𝑟1

 (6) 

 

где a, b – показатели распределения частиц. 

Вопрос исследования сформулируем следующим образом: 

Является ли выражение (1) оптимальным для функционала (6), при некоторых ограничительных 

условиях налагаемых на 𝑄𝑒(𝑟, 𝜆), при фиксированной длине волны. Здесь под оптимальностью 

выражения (1) подразумевается выполнение условия 𝐾𝑒 → 𝑚𝑖𝑛, т. е. аэрозоль должен оказывать 

минимальное воздействие на прохождение оптических лучей. 

 

3. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ 

 

Прежде всего проанализируем дополнительные ограничительные условия, налагаемые на 

𝑄𝑒(𝑟, 𝜆). 
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Согласно работе [14], исследование эффективности экстинкции в качестве функции параметра 

размера для мелкодисперсного аэрозоля из смеси сульфата аммония и Родамина 590 в различных 

пропорциях (10:1, 50:1, 100:1, 500:1) показало, что соответствующие характеристики с некоторым 

приближением подчиняются следующему условию 

 

∫ 𝑄𝑒(𝑥, 𝜆)𝑑𝑥 = 𝐶; 𝐶 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡
𝑥2

𝑥1

 (7) 

 

Вышеуказанные кривые показаны на рис. 1. Для случая фиксированной длины волны условие 

(7) имеет вид 

 

∫ 𝑄𝑒(𝑟)𝑑𝑟 = 𝐶
𝑟2

𝑟1

 (8) 

 

 
 

Рис. 1. Зависимость эффективности экстинкции аэрозоля из смеси сульфата аммония и родамина 590 от 

значения параметра размера для разных пропорций смеси [14] 

 

Для рассматриваемой задачи качественной оценки эффективности теории Ми эффективность 

формулы (1) применительно к расчету коэффициента экстинкции по формуле (6) будем понимать в 

том смысле, что приводит ли решение (1) к минимуму следующего целевого функционала 

эффективности (при λ=const) соответствующего задаче Лагранжа [15]. 

 

𝐾𝑒 = ∫ 𝑄𝑒(𝑟, 𝜆) · 𝑆(𝑟)𝑑𝑟 + 𝛾 [∫ 𝑄𝑒(𝑟, 𝜆)𝑑𝑟 − 𝐶
𝑟2

𝑟1

]
𝑟2

𝑟1

 (9) 

 

Далее предлагается решение поставленного вопроса от обратного, т.е. задача оптимизации (9) 

решается методом вариационного исчисления на минимум, и если полученное решение совпадает с (1) 

то решение Ми данной задачи считается эффективной. Рассмотрим решение задачи (9). 

 

4. РЕШЕНИЕ ОПТИМИЗАЦИОННОЙ ЗАДАЧИ 

 

Изложим предлагаемый метод нахождения зависимости Q от r, при которой 𝐾𝑒 достиг бы 

минимального значения. 
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Предлагаемый метод основывается на следующих положениях: 

1. Вводится на рассмотрение показатель 𝐺(𝑟𝑖, 𝜆), определяемый как 

 

𝐺(𝑟) = √𝑄(𝑟, 𝜆) (10) 

 

Следовательно, 

 

𝑄(𝑟) = 𝐺2(𝑟) (11) 

 

2. Допускается [14], что имеет место равенство 

 

∫ 𝐺(𝑟)𝑑𝑟 = 𝐶

𝑟2

𝑟1

;  𝐶 = const                                     (12) 

 

С учетом выражений (9), (10), (11), (12) составляется задача безусловной вариационной 

оптимизации, математическое выражение которого имеет вид 

 

𝐾𝑒 = ∫ 𝐺2(𝑟) · 𝑆(𝑟)𝑑𝑟 + 𝛾 [ ∫ 𝐺(𝑟)𝑑𝑟 − 𝐶

𝑟2

𝑟1

]

𝑟2

𝑟1

 (13) 

 

Таким образом, следует вычислить функцию 𝐺(𝑟, 𝜆), при которой 𝐾𝑒→min. 

Согласно [15], решение задачи (5), должно удовлетворить условию 

 

𝑑{𝐺2(𝑟) · 𝑆(𝑟)𝑑𝑟 + 𝛾𝐺(𝑟)}

𝑑𝐺(𝑟)
= 0 (14) 

 

Из (14) получим 

 

2𝐺(𝑟) · 𝑆(𝑟) + 𝛾 = 0 (15) 

 

Из (15) находим 

 

𝐺(𝑟) = −
𝛾

2𝑆(𝑟)
 (16) 

 

С учетом (12) и (16) получаем 

 

− ∫
𝛾

2𝑆(𝑟)
𝑑𝑟 = 𝐶

𝑟2

𝑟1

 (17) 

 

Из (17) находим 

 

𝛾 = −𝐶/ ∫
𝑑𝑟

2𝑆(𝑟)

𝑟2

𝑟1

 (18) 

 

С учетом (16) и (18) получим: 

 

𝐺(𝑟) =
𝐶/ ∫

𝑑𝑟
𝑆(𝑟)

𝑟2

𝑟1

4𝑆(𝑟)
 

(19) 
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Согласно [11] имеем 

 

𝑆(𝑟) = 𝑎𝑟2exp (−𝑏𝑟) (20) 

 

где a,b – параметры распределения. 

С учетом (19), (20) получим 

 

𝐺(𝑟) =
𝐶/ ∫

exp (𝑏𝑟)
𝑟2

𝑟2𝑚

𝑟1

4 · 𝑟2𝑒𝑥𝑝(−𝑏𝑟)
 

(21) 

 

Примем 

 

𝐶/ ∫
exp (𝑏𝑟)

𝑟2
𝑑𝑟 = 𝐶1;   𝐶1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝑟2

𝑟1

 (22) 

 

С учетом (21) и (22) получим математическое выражение оптимальной функции 𝐺(𝑟) при 

которой 𝐾𝑒→min. 

 

𝐺(𝑟)𝑜𝑝𝑡 =
𝐶1 · 𝑒𝑥𝑝 (𝑏𝑟)

4𝑟2
 (23) 

 

5. ИССЛЕДОВАНИЕ ХАРАКТЕРА ПОЛУЧЕННОГО РЕШЕНИЯ 

 

Таким образом, как видно из выражения (23) имеет экстремум от r. Определим условие этого 

экстремума. Имеем 

 
𝑑𝐺(𝑟)

𝑑𝑟
=

𝐶1 · 𝑏 · 𝑒𝑥𝑝 (𝑏𝑟)

4𝑟2
−

2𝐶1 · 𝑒𝑥𝑝(𝑏𝑟)

4𝑟3
 (24) 

 

С учетом 

 
𝑑𝐺(𝑟)

𝑑𝑟
= 0  

 

Из (24) находим 

 

𝑟 =
2

𝑏
 (25) 

 

Следовательно, при условии (25) функция 𝐺(𝑟) достигает экстремума. 

Определим тип экстремума. Вычислим 

𝑑2𝐺(𝑟)

𝑑𝑟2
 

 

Имеем: 

 

𝑑2𝐺(𝑟)

𝑑𝑟2
=

𝐶1 · 𝑏2 · 𝑒𝑥𝑝 (𝑏𝑟)

4𝑟2
−

2𝐶1 · exp(𝑏𝑟)

4𝑟3
−

2𝐶1 · exp(𝑏𝑟)

4𝑟3
+

21𝐶1 · 𝑒𝑥𝑝 (𝑏𝑟)

4𝑟2
 (26) 

 

Из (26) получаем следующее условие минимума: 
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𝑏2 −
4𝑏

𝑟
+

6

𝑟2
> 0 (27) 

 

 
 

Рис. 2. Условное графическое обозначение оптимальной функции (23) 

Принятые обозначения:   𝑑1 =
𝐶1𝑒2𝑏2

16
; 𝑑2 =

𝐶1𝑒𝑏2

4
 

 

 

Следовательно, условие (27) выполняется всегда, т. е. решение (23) при (25) достигает минимума. 

Следует отметить, что обнаруженный факт наличия такого минимума также подтверждается 

результатами работы [14]. 

Условный график функции 𝐺(𝑟) показан на рис. 2. 

С учетом выражений (11) и (23) можно заключить, что при удовлетворении условия 

 

𝑄(𝑟) =
𝐶1

2exp (2𝑏𝑟)

16𝑟4
 (28) 

 

коэффициент экстинкции достигнет минимальной величины. 

 

6. КАЧЕСТВЕННАЯ ОЦЕНКА ВЫРАЖЕНИЯ ФУНКЦИИ ЭКСТИНКЦИИ 

АТМОСФЕРНОГО МЕЛКОДИСПЕРСНОГО АЭРОЗОЛЯ ПО ТЕОРИИ МИ 

 

Согласно вышеприведенному определению качественной оценки следует определить, приводит 

ли решение (1), (2) к экстремуму функционала (5). 

Задача качественной оценки решена от обратного и получено математическое выражение 

экстремума функционала (5) в виде (20). Для решения задачи качественной оценки воспользуемся 

результатом исследования эффективности экстинкции сульфат аммония [14] (рис. 3). 

Сравнение графиков, показанных на рисунках 1, 2 и 3 приводит к заключению о том, что 

характерный экспериментальный минимум подпадает в зону, где χ = 7, в то время как условие (7), 

важное для получения решения (23) выполняется в зоне 1 < χ < 3.5. 

В тоже время оптимальное, в выше указанном смысле решение (15) имеет минимум в точке 2/b. 

С учетом b = 2 [11], этот минимум попадает в точку χ = 1, т. е. при λ = 350 нм [14] получаем χ≈3÷4. 

Следовательно, можно заключить, что оптимальное решение (15) является инверсией кривой, 

показанной на рис. 3. На этой основе можно заключить, что в диапазоне χ = 1 ÷ 3.5формула (1) 

качественно неэффективна, т.е. не приводит к минимуму значения коэффициента экстинкции, в зоне 

χ = 1 ÷ 3.5, где выполняется условие (8). 
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Рис. 3. Кривая зависимости эффективности экстинкции аэрозоля сульфата аммония 

 от параметра размера [14] 

 

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

Таким образом, сформулирована и решена задача качественной оценки формулы Mu функции 

эффективности экстинкции в зоне параметра размера, где интеграл этой функции постоянная 

величина. На основе решения вариационной оптимизационной задачи получено расчетная 

аналитическая зависимость оптимальной функции эффективности экстинкции от показателя 

распределения аэрозольных частиц (b) и радиуса этих частиц при постоянном значении длины волны 

проводимых измерений. Показано, что оптимальная расчетная функция эффективности экстинкции, 

приводящая к минимуму значения коэффициента экстинкции, имеет минимум от r, при этом значение 

r, при котором достигается указанный минимум, определяется как r = 2/b, где b – показатель 

распределения аэрозольных частиц. Сопоставление расчетных и экспериментальных кривых позволяет 

сделать вывод о том, что формула Ми функции эффективности экстинкции в указанной 

мелкодисперсной зоне параметра размера не приводит к минимуму коэффициента экстинкции. 
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QUALITATIVE ASSESSMENT OF THE EXTINCTION FUNCTION OF FINE AEROSOL ACCORDING TO 

THE THEORY OF MIE APPLIED TO COASTAL ZONES 

 

Asadov H. H., Azizov B. M., Khalilova H. S. 

 

The problem of qualitative evaluation of the extinction efficiency function of fine atmospheric aerosol in the coastal zone 

obtained according to the Mie theory is formulated and solved. The criterion for the quality of the efficiency function is 

to reach the minimum of extinction coefficient. The solution of the inverse problem is given, i.e. the dependence of the 

optimal extinction efficiency function on the distribution index of aerosol particles and the radius of these particles at a 

constant wavelength of the measurements carried out under an experimentally established limiting condition is calculated. 

It is determined that the calculated optimal extinction efficiency function, which minimizes the extinction coefficient 

value, is actually the inverse of the experimentally obtained efficiency function under accepted restrictive condition. 

Based on this fact, a qualitative assessment of the formula of the extinction efficiency function is given. 
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